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1. Vectori

1.1. Segmente orientate. Vectori in plan

Segmente orientate

Definitie. Perechea ordonati de puncte (A, B) se
numeste segment orientat si se noteazi cu A B.
Definitie. Segmentele orientate A B si C D sunt
echipolente (se noteazi cu A B~ C D), daci mij-
locul segmentului [A D] coincide cu mijlocul lui
[BC].

Observatie. Daci AB~C D, atunci existi o
translatie care transforma segmentul A B in seg-
mentul C D.
iet4fi. Pe multimea orientate rela-

tia de echipolenta este o relaie de echivalenti:

® AB~ AB (~ este reflexivd),

® daci AB~CD, atunci CD~AB (~

este simetricd),
® daci AB~CD si CD~EF, atunci
AB~EF (~ este tranzitivd).

D ABsiC D suntechipolente
B daci §i numai daci ABDC
este paralelogram sau punc-
c tele A, B, C, D sunt colini-
A are si mijlocul lui [A D] co-
incide cu mijlocul lui [BC].

A CB D

1



Vectori

Definitie. Se numeste vector multimea tuturor seg-
mentelor orientate echipolente cu un segment dat.
Notatie. Vectorul determinat de segmentul orien-

tat AB se noteazd cu A g (sau cu litere mici):
a ‘B’:{cm CDNAB}

Observatie. Daci A B~ C D, atunci A g:C’ B
Daci @ =A B=C D, atunci spunem ci segmen-
% A B (sau C D) este un reprezentant al vectorului

Definitie. Lungimea (sau modulul) unui vector este
]L%imea oricarui reprezentant al sdu si se noteazi cu
Definitie. Vectorul de lungime nuld A A se numeste
vectorulnul si se noteazi 0.

Definitie. Vectorii AB si O I sunt egali (A B=
Cﬁ), daca segmentele orientate A B si C' D sunt
echipolente.

bservatie. Doi vectori sunt egali dacd au acelagi mo-
dul, aceeasi directie i sens.
Teoremd. (Existenta reprezentantului cu origine
dat) Pentru orice vector . si orice punct M, exista
un unic segment orientat M M/ pentru care W =
—
MM
Consecinti. Daci M A= M B, atunci A= B.



| Multimea seg ntelor orientate |
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@=AB=CD=... "=EF=GH=...,
C D este un reprezentant al vectorului @,
EF este un reprezentant al lui ¥/,

=C

1.2. Operatii cu vectori
Suma a doi vectori

Suma vectorilor & si T se defineste in felul urma-
tor.
®  (Regula triunghiului): fie M un punct oai
care, atunci existi punctele N si P astfel i
cit MN="7, N P="T0. Suma vectorilor
U si U este vectorul @+ 5= M
®  (Regula paralelogramului): daci @ si T nu
sunt coliniare, fie M un punct oarecare;
atunci existi punctele N si P astfel incat
—, NP="0; se construieste pa-
ralelogramul M N Q P. Suma vectorilor w
§i 0 este vectorul @+ 7=M G
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Regula triunghiului
paralelogramulm

Proprietitile adunrii vectorilor

Definifie. Opusul vectoruluii A B este vectorul

—A
Proprietiti. Pentru orice vectori &@, b, &:

asociativitate:

(@+b)+e=a+(b+2);

comutativitate: E+E:g+5;
existi lement neutru (0) 3+0=0+a=a

orice vector @ are un opus (—@): @+

(—@)=(-a)+a=0

Problema.
planul paralelogramului A B C D. $d se demonstreze cd

M K+M1: .
S. In paralelogramul A BC D AB=DC=-CD

és A

-

A

B

D

Fie M un punct oarecare situat in
=M §+Z\/I

- CB

< MA+MC=(MB+
BA)+(MD+DC)=
—MB+MD+BA+
DO=MB+MD.

4
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Sciderea vectorilor
Diferenta a doi vectori W si ¥ se defineste prin rela-
tia @ — o=+ (— ) si se construieste in felul ur-
mitor: fie M un punct oarecare; exista punctele N
si P astfel incat M N =" si M P="0. Atunci
G—T=P

T .
N Pentru  orice  puncte
Y o M,N,P
73 i -
e
. 55
M G > P MN4+PM=PN.
Problemi. [In triunghiul A BC modulul vectorului

A B+ AC este egal cu modulul vectorului A B — A
bd se demonstreze cd triunghiul A B C este dreptunghic!
Se  construieste  paralelogramul A BC D:

"éﬂTé AD, ded |AB+AC|=|AD|=
A C AB-AC=AB+CA=

) =CA+AB=CB, dei

/' |AB-CA|=|CB|=
CB.

B D
|AB+AC|=|AB— 8|:>AD BC,
deci  paralelogramul CD  ete un
dreptunghi; astfel, m(BAC)=90°.



fnmultirea unui vector cu un scalar

Definitie. Produsul dintre vectorul @70 si numérul
real o« ER* este vectorul notat v @ care
®  are aceiasi directie cu vectorul deinmultit @;
® daci >0, atunci are acelasi sens, daci
<0, are sens opus cu @;
®  are modululul egal cu || - | @]

Daci @ =0 sau ov=0, atunci v - Z=0.
Proprietiti

Proprietifi. Fie @, ¥ vectori si o, 3 numere reale
oarecare, atunci

® (atB)ui=atu+pi;
® o(i+D)=adtad
® o(Bi)=(afB)i;
- 1 ;
-

R
(—a)i=a(—id)=—(aid).

Problema. In triunghiut ABC fie M mijlo-

cul segmentului [BC]. Si se demonstreze cd

1
Az\4:7(ﬁ+ﬁ).
2
S. Conform regulei riunghiului,
ANM=AB+BM @,77j_
AM=AC+CM

_ AP+ AC+ BRI+ CTl—AB+ AT,

~———

) -
deci AM =~ (ﬁ+ﬁ
2



Problemi. Fie ABC D un patrulater si fie B, F, G,
H mijloacele laturilor [BC], [DA), [AB], [CD].
Sti se demonstreze cit EE-+HG=C A

1
S. G este mijlocul lui [A B], deci AG=G B=—AB.
2
1 1
Analog, BE=EC=—BC, CH=HD=-0CD,
2 2
1
DE=FA=_DA.
2

F D

Q

B E C
o
7<ﬁ+ﬁ5+ﬁ)+(ﬁﬁ+zﬁ+m)f
:(C_D’+_f§)+(?+?+ﬁ+ﬁ)—

:cﬁ+éﬁ+;c 7§+ AB=
+§(La‘o‘+-1>‘+7x+-z§):
:an;a:a_



3. Trigonometrie

3.1. Elementele trigonometriei
Mésura unghiurilor in radiani

Definitie. Raportul dintre semiperimetrul si raza unui
cerc este constant si se noteazi prin 7r (valoarea apro-
ximativa este T 3,1415).

Definitie. Masura unui unghi la centrul unui cerc cu-
prinzand un arc de cerc a carul lunglme este egali cu
raza cercului este de 1

Observaie. Dacii o este masura unui unghi in grade
iar a4~ este misura unghiului in radiani, atunci este
adevirati relatia

a 180




Cercul trigonometric

Definitie. Fie Oy un reper cartezian. Cercul cu
centrulin O si cu raza egali cu 1 pe care este indicat
sensul trigonometric direct (invers acelor ceasornicu-
1ui) se numeste cercul trigonometric.

Notatie. Fie t €R un numir real. Atunci existi un
unic punct Py pe cercul trigonometric pentru care

m(AO Py )=t.

Sinusul si cosinusul

Fie ¢ un numir real si Py punctul pentru care
m (A0 Py )=t.

Definifie. Ordinata punctului Py se numeste sinusul
numirului real ¢ i se noteazi prin sint.

Definifie. Abscisa punctului Py se numeste cosimu-
sul numarului real ¢ si se noteazi prin cost.

ctgt 7/

(105
A 7
tgt

‘W [ A
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Tangenta si cotangenta

Definifie. Fie d,, dreapta vertical de ecuatie 2 =1

i fie d,, dreapta orizontali de ecuatie y=1.

™
Definitie. FictE]R\{f-#k‘/r\ kEZp si T in-

tersectia dreptelor O Py si dy,. Ordinata punctului
T se numeste tangenta numirului £ i se noteazi prin

tgt.

Definitie. Fie t €R\ { k7| kE€Z} sifie T/ inter-
sectia dreptelor O Py si d.y,. Abscisa punctului 7'/
se numeste cotangenta numarului real ¢ si se noteaza

prin ctgt.

Valori remarcabile

™ ks T o
z 0o - - - -
6 4 3 2
sinz |0 % @ g 1
cosx 1 73 TQ % 0
tgz |0 \ég 1 V3 |
cgz || V3 1 % 0
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Valori remarcabile

27 37 57
x —_— —_— ™
3 4 6
: V3 V2 1
sinz 5 5 3 0
1 2 3
cosz | -5 —5 — 5 —1
gz | —v3 -1 7? 0
ctgx _T3 -1 —v3 |
Reducerea la primul cadran
z€Cy zcCy
sinz =sin(w —x) sine = —sin(z —)
COS: —cos(m —x) [cose=—cos(x—7)
tgz=—tg(m—x) tgx=tg(z—m)
ctgr=—ctg(m —x) |[ctgr=ctg(z—m)

zeC
sinz=—sin(27 —x
cosz=cos(2m —x
tgr=—tg(2m—x
cigr=—ctg(2m —x)

39



1. Numere reale, multimi reale

Definitie. Multimea A CR este finit}, daca existd
un numir real n si o functie bijectivdi f: A—
{125 0copie b

Definitie. Multimea A CR este mirginit} inferior,
dacii exista T €R pentru care m<w, Yz € A.
Numarul 7 este un minorant al multimii A.

Definitie. Multimea A CR este m¥rginit} superior,
dacii existi M €R pentru care M >, Yz € A.
Numérul M este un majorant al multimii A.

Definitie. Daci multimea A 5 () este marginita infe-
rior, atunci A admite un cel mai mare minorant, care
senoteazd m =inf A (“m este inferior (infimum) de

).
Teoremd. Fie )72 A CR. Urmi toarele afirmatii
sunt echivalente:
1. m €R este infimum de A;

2.a>m,Va€AsiVe>0,
Sag € A, pentrucare ag <m-+e.

Definitie. Daci multimea A 7 () este marginita supe-
rior, atunci A admite un cel mai mic majorant, care se
noteaza M =sup A (“M este superior (supremum)
de A”).
Teorems, Fie )% ACR. Urmitoarele afirmatii
sunt echivalente:

1. M ER este supremum de A;

2.a<M,Va€AsiVe>0,
Jag €A, pentrucare ag > M —e.

61



Definitie. Daci multimea A este nemdrginitd in-

ferior (superior), atunci spunem ci infA=—oo
(SupA=-+00).
infR= — oo, supR=+ oo,

R=RU{—o00,4+c0}.
ietdfi. Operatiile algebrice pe multimea R au ur-
miitoarele proprietati:
- (+00)=(+00)+x=(+00)+
(+00)=400,VzER;
® z—(+o0)=—(+o0)tz=
z+(—00)=(—00)+(—o0)==00,
VxER;
® z-(+o0)=(+00)-z=
“+ oo ,dacid & >0

—oo ,daciz <0
@ @
———=——=0,Vxz€eR;
+oo oo
0000 00)-(—o0)=00,
oo ( =—o0.
Vecinitati

Definifie. Se numeste vecingtate a numirului z( o
multime care include un interval deschis in care se
afla (). O astfel de multime o notdm cu V' (z ):
V () vecinitate lui x <>3e >0
astfelincat (xg —e,20+¢) SV (zq).



Vecinatati

Proprietifi. Veciniititile numirului real @ au ur-
mitoarele proprietiti:
®  orice vecinitate a lui () contine pe ()
® daci V este o vecinitatealui z 5i V C U,
atunci si U este o vecinitate alui @ ();
® intersectia a doud vecinatii ale lui 2y este o
vecinitate a lui z);
®  pentruorice vecinitate V alui () existi o ve-
cindtate U alui x () astfel incat V" este o veci-
nitate a oricdrui numér din U,
Teorema. Daci 7y, atunci existd multimile Vy, si
Vi, Vi o veciniitate a lui 2, Vy; o vecinitate a lui
y astfel incat Vg NV, =0.

Punct de acumulare, punct izolat

Fie A CR o multime.

Definitie. Numirul 2 () € R se numeste punct de acu-

mulare al multimii A daci oricare vecinitate a lui

@ () contine o infinitate de puncte din A. Multimea

punctelor de acumulare ale multimii A se noteazi cu

Al

Definitie. Daci ¢ € A si () nu este punct de acu-

mulare, atunci @ () se numeste punet izolat al multi-

mii A.

Exemplu. Daci A este o multime finitd, atunci A

nu are puncte de acumulare, fiacare numir din A este un

punct izolat.

Multimea punctelor de acumulare ale intervalului

A=(a,b) este A’ =[a,b].
63



3. Limite de functii

3.1. Limita unei functii

Definiie. Functia f:D—R, DCR are limita
1€R in punctul de acumulare z€R daci si
numai daci pentru oricare vecinitate V; a lui {
existi 0 vecindtate Uz a lui wq astfel incat,

VzgugomD:sf(z)eVl.
Notatie. Dacd func tia f:D —R are limita I in
:c(]E]R,lE]R,atunclsescnemg%of(z):l.
Teoremii.  (Definitia limitei dupd Heine) Fie
f:D—R, g €ER, IER. Afirmatiile urmitoare
sunt echivalente:

- IE}mIOf(ac):l,

® V(zn)p>1,*n€D,

@nFeg a  lim znp=wq, avem

plim ) =L

Problemi. Sa se arate cd functia f:R* >R,

f(x)=sin— nuare limité in punctul @ =0!
@

S. Fie siwile (n),>1 §i (%],),>1, unde

1, 2 -

Tp=—— Ty =

nm (4n+1)m
82



Atunci lim Tn=_ hm z! n=0si
n= oo

1
,Lli',“ f(Tn)f llm em—f llm sinn =0,
nlim )=, mesm:,:
n
C (4n+1)w
llm smi 1, deci  (din  defini-

gla dupd Heine) f nu are limitd in punctul .
Limitd in punctul 2 ER

Definie. lim, f (2)=LERe

Ve>0, 36(5)>Oa 1. daca|z—zo\<(5(6)
z#z( amnu\f(z)— <
Definitie. _ . lm f(z) +c>o<:>
VE>0,E|6(E)>OE. 1 daci |z —z | <5(e),
z#z( atunci f (z)>e.
Deﬁmpe.lgrl‘;tof(z):—oo@
Ve>0,38(e)>0a. i daci |z —zg|<5(e),
Az atund f(2) < —e.

x—1

Problemi. Sd se arateca lim 2 oo!

S. Trebuie aritat ¢ Ve >0 36>0 a. i. daca |z| <8,
270, atunci f (z) >e.

x—1 2
f(z)>£<:>T>EC>Ez —z+1<04
T
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1—V1T—4e 1+/1T—4e

Sre
2e
1—4e 1—+1—4e
Daci S§=min | — 7
2e 2e
atunci |lz|<é=f(z)<e.

Limitd in 4 oo

Definifie. _ lim _ f (1)L ER&3VE>0,35 (=) >

0a.i. dack > 6 (<) atunci | f () — 1| <e.

Definifie. | lim _ f(2)=+o00«
Ve>0,358(e)>0a.i daci > (&) atunci

f@)>e
Deﬁmpemli;noof(z):—coﬁ

Ve>0,36(g)>0a.i. daci @ > (&), atunci
flz)<—e.

Limitd in — oo
Definiie.  lim  f(z)=lcR&
T— — 0o
Ve>0,38(e)>0a. i daci © < — (&) atunci

| f(z)—l]<e.
Qmm hm f(z):+oo¢>

Ye>0, 35(5)>Oa.i. daci = < — & (&) atunci
F(@)>e.
Definifie. lim f(z)=—oco&
T —— 00
Ve>0,38(e)>0a i daci z< —8(e),
atunci f (z) < —e.
84



Limite laterale

Definitie. Functia f: D — R, D CIR are limtitalate-
ralii la stinga | €R in punctul de acumulare z g ER
daca si numai dacd pentru oricare vecinitate V; a
lui [ existd o vecinitate UmD alui @y astfel incat
VmGU;O ND,z<zg=f(z)EV].
Notatie. lim f(z)sau lim f(z).
i Fi@hme i f(2)
zlxg
Teorema. zE»mzof(z):“: v(z’ﬂ-)nZI’
z<z()
zn €D, zn <z,
pim _en=z0=_lm_f(zn)=L
Observatie. in mod analog se defineste limita laterald
la dreapta.
Teoremd. Fie functia f: D —R si () un punct de
acumulare al multimii D. Functia f are limita in
punctul 2 daci si numai daci exista limitele late-
rale la stanga si la dreapta si acestea sunt egale.
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