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1. Vectori

1.1. Segmente orientate. Vectori în plan
..

Definiţie. Perechea ordonată de puncte (A,B) se
numeşte segment orientat şi se notează cuAB.
Definiţie. Segmentele orientate AB şi CD sunt
echipolente (se notează cu AB∼CD), dacă mij-
locul segmentului [AD] coincide cu mijlocul lui
[BC].
Observaţie. Dacă AB∼CD, atunci există o
translaţie care transformă segmentul AB în seg-
mentulCD.
Proprietăţi. Pe mulţimea segmentelor orientate rela-
ţia de echipolenţă este o relaţie de echivalenţă:

.. AB∼AB (∼ este reflexivă),

.. dacă AB∼CD, atunci CD∼AB (∼
este simetrică),

.. dacă AB∼CD şi CD∼EF , atunci
AB∼EF (∼ este tranzitivă).

.Segmente orientate

..A .

B

.

D

.
C

AB şiCD sunt echipolente
dacă şi numai dacăABDC
este paralelogram sau punc-
teleA,B,C,D sunt colini-
are şi mijlocul lui [AD] co-
incide cu mijlocul lui [BC].

..
A

.
B

.
C

.
D
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..

Definiţie. Se numeşte vector mulţimea tuturor seg-
mentelor orientate echipolente cu un segment dat.
Notaţie. Vectorul determinat de segmentul orien-

tat AB se notează cu
−−→
AB (sau cu litere mici):

−−→
AB=

{
CD|CD∼AB

}
.

Observaţie. DacăAB∼CD, atunci
−−→
AB=

−−→
CD.

Dacă −→u=
−−→
AB=

−−→
CD, atunci spunem că segmen-

tulAB (sauCD) este un reprezentant al vectorului−→u .
Definiţie. Lungimea (sau modulul) unui vector este
lungimea oricărui reprezentant al său şi se notează cu
|−→u |.
Definiţie. Vectorul de lungime nulă

−−→
AA se numeşte

vectorul nul şi se notează 0⃗.

.Vectori

..

Definiţie. Vectorii
−−→
AB şi

−−→
CD sunt egali (

−−→
AB=

−−→
CD), dacă segmentele orientateAB şiCD sunt
echipolente.
Observaţie. Doi vectori sunt egali dacă au acelaşi mo-
dul, aceeaşi direcţie şi sens.
Teoremă. (Existenţa reprezentantului cu origine
dată) Pentru orice vector−→u şi orice punctM , există

un unic segment orientat MM′ pentru care −→u=
−−−→
MM′ .
Consecinţă. Dacă

−−→
MA=

−−→
MB, atunciA=B.
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..

Mulţimea segmentelor orientate

.

A

.

B

.

C

.

D

.

−→u

.

=

.

F

.

E

.

H

.

G

.

−→v

.

=

−→u=
−−→
AB=

−−→
CD=...,−→v =

−−→
EF=

−−→
GH=...,

CD este un reprezentant al vectorului−→u ,
EF este un reprezentant al lui−→v ,
−−→
AB=

−−→
CD.

1.2. Operaţii cu vectori
..

Suma vectorilor −→u şi −→v se defineşte în felul urmă-
tor.

.. (Regula triunghiului): fie M un punct oare-
care, atunci există punctele N şi P astfel în-

cât
−−→
MN=−→u ,

−−→
NP=−→v . Suma vectorilor

−→u şi−→v este vectorul u⃗+v⃗=
−−→
MP .

.. (Regula paralelogramului): dacă u⃗ şi v⃗ nu
sunt coliniare, fie M un punct oarecare;
atunci există punctele N şi P astfel încât
−−→
MN=−→u ,

−−→
NP=−→v ; se construieşte pa-

ralelogramulMNQP . Suma vectorilor−→u
şi−→v este vectorul u⃗+v⃗=

−−→
MQ.

.Suma a doi vectori
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..
u⃗

.

v⃗

.
u⃗

.

v⃗

.
u⃗+v⃗.

M
.

N

.
P

.

Regula triunghiului

.
u⃗

.
v⃗

.
u⃗+v⃗

.
M

.

N

.
P

.

Q

.

Regula

.

paralelogramului

..

Definiţie. Opusul vectorului
−−→
AB este vectorul

−−−→
AB=

−−→
BA.

Proprietăţi. Pentru orice vectori a⃗, b⃗, c⃗:
.. asociativitate: (a⃗+b⃗)+c⃗=a⃗+(⃗b+c⃗);
.. comutativitate: a⃗+b⃗=b⃗+a⃗;
.. există element neutru

(⃗
0
)
:⃗a+0⃗=0⃗+a⃗=a⃗

.. orice vector a⃗ are un opus (−a⃗): a⃗+

(−a⃗)=(−a⃗)+a⃗=0⃗.

.Proprietăţile adunării vectorilor

Problemă. Fie M un punct oarecare situat în
planul paralelogramului ABCD. Să se demonstreze că
−−→
MA+

−−→
MC=

−−→
MB+

−−→
MD.

S. În paralelogramul ABCD
−−→
AB=

−−→
DC=−

−−→
CD

és
−−→
AD=

−−→
BC=−

−−→
CB.

..
M

.
A
.

B

.

C

.
D

−−→
MA+

−−→
MC=(

−−→
MB+

−−→
BA)+(

−−→
MD+

−−→
DC)=

=
−−→
MB+

−−→
MD+

−−→
BA+

−−→
DC=

−−→
MB+

−−→
MD.
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..

Diferenţa a doi vectori−→u şi−→v se defineşte prin rela-
ţia u⃗−v⃗=u⃗+(−v⃗) şi se construieşte în felul ur-
mător: fie M un punct oarecare; există punctele N

şi P astfel încât
−−→
MN=−→u şi

−−→
MP=−→v . Atunci

u⃗−v⃗=
−−→
PN .

.Scăderea vectorilor

..
u⃗

.

v⃗

.
u⃗

.
v⃗

.

u⃗−
v⃗

.
M

.

N

.
P

Pentru orice puncte
M,N,P
−−→
MN−−−→

MP=
−−→
MN+

−−→
PM=

−−→
PN .

Problemă. În triunghiul ABC modulul vectorului
−−→
AB+

−−→
AC este egal cu modulul vectorului

−−→
AB−−−→

AC.
Să se demonstreze că triunghiulABC este dreptunghic!
S. Se construieşte paralelogramul ABCD:
−−→
AB+

−−→
AC=

−−→
AD, deci |

−−→
AB+

−−→
AC|=|

−−→
AD|=

AD.

..
B
.

A

.

C

.
D

−−→
AB−

−−→
AC=

−−→
AB+

−−→
CA=

=
−−→
CA+

−−→
AB=

−−→
CB, deci

|
−−→
AB−

−−→
CA|=|

−−→
CB|=

CB.

|
−−→
AB+

−−→
AC|=|

−−→
AB−

−−→
AC|⇒AD=BC,

deci paralelogramul ABCD este un

dreptunghi; astfel, m(B̂AC)=90◦ .
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..

Definiţie. Produsul dintre vectorul u̸⃗=0⃗ şi numărul
realα∈R∗ este vectorul notatαu⃗ care

.. are aceiaşi direcţie cu vectorul deînmulţit u⃗;

.. dacă α>0, atunci are acelaşi sens, dacă
α<0, are sens opus cu u⃗;

.. are modululul egal cu |α|·|u⃗|.
Dacău⃗=0⃗ sauα=0, atunciα·u⃗=0⃗.

.Înmulţirea unui vector cu un scalar

..

Proprietăţi. Fie u⃗, v⃗ vectori şi α,β numere reale
oarecare, atunci

.. (α+β)u⃗=αu⃗+βu⃗;

.. α(u⃗+v⃗)=αu⃗+αv⃗;

.. α(βu⃗)=(αβ)u⃗;

.. 1·u⃗=u⃗;

.. (−α)u⃗=α(−u⃗)=−(αu⃗).

.Proprietăţi

Problemă. În triunghiul ABC fie M mijlo-
cul segmentului [BC]. Să se demonstreze că
−−→
AM=

1

2

(−−→
AB+

−−→
AC

)
.

S. Conform regulei triunghiului,{ −−→
AM=

−−→
AB+

−−→
BM

−−→
AM=

−−→
AC+

−−→
CM

⊕⇒2
−−→
AM=

=
−−→
AB+

−−→
AC+

−−→
BM+

−−→
CM︸ ︷︷ ︸

=0⃗

=
−−→
AB+

−−→
AC,

deci
−−→
AM=

1

2

(−−→
AB+

−−→
AC

)
.
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Problemă. Fie ABCD un patrulater şi fie E, F , G,
H mijloacele laturilor [BC], [DA], [AB], [CD].

Să se demonstreze că
−−→
EF+

−−→
HG=

−−→
CA.

S.G este mijlocul lui [AB], deci
−−→
AG=

−−→
GB=

1

2

−−→
AB.

Analog,
−−→
BE=

−−→
EC=

1

2

−−→
BC,

−−→
CH=

−−→
HD=

1

2

−−→
CD,

−−→
DF=

−−→
FA=

1

2

−−→
DA.

..A .

B

.

C

.

D

.

E

.

F

.

G

.

H

−−→
EF+

−−→
HG=

=(
−−→
EC+

−−→
CD+

−−→
DF )+(

−−→
HD+

−−→
DA+

−−→
AG)=

=(
−−→
CD+

−−→
DA)+(

−−→
EC+

−−→
HD+

−−→
DF+

−−→
AG)=

=
−−→
CA+

1

2

−−→
BC+

1

2

−−→
CD+

1

2

−−→
DA+

1

2

−−→
AB=

=
−−→
CA+

1

2

(−−→
BC+

−−→
CD+

−−→
DA+

−−→
AB

)
=

=
−−→
CA+

1

2
·⃗0=−−→

CA.
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3. Trigonometrie

3.1. Elementele trigonometriei

..

Definiţie. Raportul dintre semiperimetrul şi raza unui
cerc este constant şi se notează prinπ (valoarea apro-
ximativă esteπ≈3,1415).
Definiţie. Măsura unui unghi la centrul unui cerc cu-
prinzând un arc de cerc a cărui lungime este egală cu
raza cercului este de 1 radian.
Observaţie. Dacăα este măsura unui unghi în grade
iar xr este măsura unghiului în radiani, atunci este
adevărată relaţia

α

xr
=

180

π
.

.Măsura unghiurilor în radiani

..
O

. A.
P0

.

Pπ/6

.

Pπ/3

.

Pπ/2

.

P2π/3

.

P5π/6

.Pπ .

P7π/6

.

P4π/3

.

P3π/2

.

P5π/3

.

P11π/6

.

I.

.

II.

.

III.

.

IV.
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..

Definiţie. Fie xOy un reper cartezian. Cercul cu
centrul înO şi cu raza egală cu 1 pe care este indicat
sensul trigonometric direct (invers acelor ceasornicu-
lui) se numeşte cercul trigonometric.
Notaţie. Fie t∈R un număr real. Atunci există un
unic punct Pt pe cercul trigonometric pentru care

m(ÂOPt)=t.

.Cercul trigonometric

..

Fie t un număr real şi Pt punctul pentru care

m(ÂOPt)=t.
Definiţie. Ordinata punctuluiPt se numeşte sinusul
numărului real t şi se notează prin sint.
Definiţie. Abscisa punctului Pt se numeşte cosinu-
sul numărului real t şi se notează prin cost.

.Sinusul şi cosinusul

..
O

.
A

.

Pt

. t.
cost
.

sint
..

O
.

A
.

Pt

. t.
tgt

.

T

.

ctgt

.

T ′
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..

Definiţie. Fie dtg dreapta verticală de ecuaţie x=1
şi fiedctg dreapta orizontală de ecuaţie y=1.

Definiţie. Fie t∈R\
{π

2
+kπ|k∈Z

}
şi T in-

tersecţia dreptelor OPt şi dtg . Ordinata punctului
T se numeşte tangentanumăruluit şi se notează prin
tgt.
Definiţie. Fie t∈R\{kπ|k∈Z} şi fieT ′ inter-
secţia dreptelorOPt şidctg . Abscisa punctuluiT

′
se numeşte cotangenta numărului real t şi se notează
prin ctgt.

.Tangenta şi cotangenta

..

x 0
π

6

π

4

π

3

π

2

sinx 0 1
2

√
2

2

√
3

2
1

cosx 1

√
3

2

√
2

2
1
2

0

tgx 0

√
3

3
1

√
3 |

ctgx |
√

3 1

√
3

3
0

.Valori remarcabile
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..

x
2π

3

3π

4

5π

6
π

sinx
√

3
2

√
2

2
1
2

0

cosx − 1
2

−
√

2
2

−
√

3
2

−1

tgx −
√

3 −1 −
√

3
3

0

ctgx −
√

3
3

−1 −
√

3 |

.Valori remarcabile

..

x∈C2 x∈C3
sinx=sin(π−x) sinx=−sin(x−π)
cosx=−cos(π−x) cosx=−cos(x−π)
tgx=−tg(π−x) tgx=tg(x−π)
ctgx=−ctg(π−x) ctgx=ctg(x−π)

x∈C4
sinx=−sin(2π−x)
cosx=cos(2π−x)
tgx=−tg(2π−x)
ctgx=−ctg(2π−x)

.Reducerea la primul cadran
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1. Numere reale, mulţimi reale

..

Definiţie. Mulţimea A⊆R este finită, dacă există
un număr real n şi o funcţie bijectivă f:A→
{1,2,...,n}.

Definiţie. Mulţimea A⊆R este mărginită inferior,
dacă există m∈R pentru care m≤x, ∀x∈A.
Numărulm este unminorant al mulţimiiA.
Definiţie. Mulţimea A⊆R este mărginită superior,
dacă există M∈R pentru care M≥x, ∀x∈A.
NumărulM este unmajorant al mulţimiiA.
Definiţie. Dacă mulţimeaA ̸=∅ este mărginită infe-
rior, atunciA admite un cel mai mareminorant, care
se noteazăm=infA (“m este inferior (infimum)de
A”).
Teoremă. Fie ∅̸=A⊆R. Urmă toarele afirmaţii
sunt echivalente:

1.m∈R este infimum deA;

2.a≥m,∀a∈A şi∀ε>0,
∃aε∈A, pentru careaε<m+ε.

Definiţie. DacămulţimeaA̸=∅ estemărginită supe-
rior, atunciA admite un celmaimicmajorant, care se
noteazăM=supA (“M este superior (supremum)
deA”).
Teoremă. Fie ∅̸=A⊆R. Următoarele afirmaţii
sunt echivalente:

1.M∈R este supremum deA;

2.a≤M ,∀a∈A şi∀ε>0,
∃aε∈A, pentru careaε>M−ε.
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..

Definiţie. Dacă mulţimea A este nemărginită in-
ferior (superior), atunci spunem că infA=−∞
(supA=+∞).
infR=−∞, supR=+∞,
R=R∪{−∞,+∞}.
Proprietăţi. Operaţiile algebrice pemulţimeaR au ur-
mătoarele proprietăţi:

.. x+(+∞)=(+∞)+x=(+∞)+
(+∞)=+∞,∀x∈R;

.. x−(+∞)=−(+∞)+x=
x+(−∞)=(−∞)+(−∞)=−∞,
∀x∈R;

.. x·(+∞)=(+∞)·x={
+∞ , dacăx>0
−∞ , dacăx<0

;

.. x

+∞
=

x

−∞
=0,∀x∈R;

.. ∞·∞=(−∞)·(−∞)=∞,
∞·(−∞)=−∞.

..

Definiţie. Se numeşte vecinătate a numărului x0 o
mulţime care include un interval deschis în care se
aflăx0 . O astfel de mulţime o notăm cuV (x0):

V (x0) vecinătate luix0⇔∃ε>0
astfel încât (x0−ε,x0+ε)⊆V (x0).

.Vecinătăţi
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..

Proprietăţi. Veciniătăţile numărului real x0 au ur-
mătoarele proprietăţi:

.. orice vecinătate a luix0 conţine pex0 ;

.. dacăV este o vecinătate a luix0 şiV ⊆U ,
atunci şiU este o vecinătate a luix0 ;

.. intersecţia a două vecinătăţi ale lui x0 este o
vecinătate a luix0 ;

.. pentru orice vecinătateV a luix0 există o ve-
cinătateU a luix0 astfel încâtV este o veci-
nătate a oricărui număr dinU .

Teoremă. Dacăx ̸=y, atunci există mulţimileVx şi
Vy , Vx o vecinătate a lui x,Vy o vecinătate a lui
y astfel încâtVx∩Vy=∅.

.Vecinătăţi

..

FieA⊆R o mulţime.
Definiţie. Numărulx0∈R se numeşte punct de acu-
mulare al mulţimii A dacă oricare vecinătate a lui
x0 conţine o infinitate de puncte din A. Mulţimea
punctelor de acumulare ale mulţimiiA se notează cu
A′ .
Definiţie. Dacăx0∈A şix0 nu este punct de acu-
mulare, atunci x0 se numeşte punct izolat al mulţi-
miiA.

.Punct de acumulare, punct izolat

Exemplu. Dacă A este o mulţime finită, atunci A
nu are puncte de acumulare, fiacare număr din A este un
punct izolat.
Mulţimea punctelor de acumulare ale intervalului
A=(a,b) esteA′=[a,b].
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3. Limite de funcţii

3.1. Limita unei funcţii

..

Definiţie. Funcţia f:D→R, D⊆R are limita
l∈R în punctul de acumulare x0∈R dacă şi
numai dacă pentru oricare vecinătate Vl a lui l
există o vecinătate Ux0

a lui x0 astfel încât,

∀x∈U∗
x0

∩D⇒f(x)∈Vl .

Notaţie. Dacă func tia f:D→R are limita l în
x0∈R, l∈R, atunci se scrie lim

x→x0
f(x)=l.

Teoremă. (Definiţia limitei după Heine) Fie
f:D→R, x0∈R, l∈R. Afirmaţiile următoare
sunt echivalente:

.. lim
x→x0

f(x)=l,

.. ∀(xn)n≥1 ,xn∈D,

xn ̸=x0 cu lim
n→∞xn=x0 , avem

lim
n→∞f(xn)=l.

Problemă. Să se arate că funcţia f:R∗→R,

f(x)=sin
1

x
nu are limită în punctulx0=0!

S. Fie şirurile (xn)n≥1 şi (x′
n)n≥1 , unde

xn=
1

nπ
,x′

n=
2

(4n+1)π
.
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Atunci lim
n→∞xn= lim

n→∞x
′
n=0 şi

lim
n→∞f(xn)= lim

n→∞sin
1

xn
= lim
n→∞sinnπ=0,

lim
n→∞f(x

′
n)= lim

n→∞sin
1

x′
n

=

lim
n→∞sin

(4n+1)π

2
=1, deci (din defini-

ţia după Heine) f nu are limită în punctul x0 .

..

Definiţie. lim
x→x0

f(x)=l∈R⇔

∀ε>0,∃δ(ε)>0 a. î. dacă |x−x0|<δ(ε),
x̸=x0 atunci |f(x)−l|<ε.
Definiţie. lim

x→x0
f(x)=+∞⇔

∀ε>0,∃δ(ε)>0 a. î. dacă |x−x0|<δ(ε),
x̸=x0 atunci f(x)>ε.
Definiţie. lim

x→x0
f(x)=−∞⇔

∀ε>0,∃δ(ε)>0 a. î. dacă |x−x0|<δ(ε),
x̸=x0 atunci f(x)<−ε.

.Limită în punctulx0∈R

Problemă. Să se arate că lim
x→0

x−1

x2
=∞!

S. Trebuie arătat că ∀ε>0 ∃δ>0 a. î. dacă |x|<δ,
x ̸=0, atunci f(x)>ε.

f(x)>ε⇔
x−1

x2
>ε⇔εx2−x+1<0⇔
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⇔x∈
(

1−
√

1−4ε

2ε
,
1+

√
1−4ε

2ε

)
.

Dacă δ=min

{∣∣∣∣∣ 1−
√

1−4ε

2ε

∣∣∣∣∣,
∣∣∣∣∣ 1−

√
1−4ε

2ε

∣∣∣∣∣
}
,

atunci |x|<δ⇒f(x)<ε.

..

Definiţie. lim
x→∞f(x)=l∈R⇔∀ε>0,∃δ(ε)>

0 a. î. dacăx>δ(ε) atunci |f(x)−l|<ε.
Definiţie. lim

x→∞f(x)=+∞⇔
∀ε>0,∃δ(ε)>0 a. î. dacăx>δ(ε) atunci

f(x)>ε.
Definiţie. lim

x→∞f(x)=−∞⇔
∀ε>0,∃δ(ε)>0 a. î. dacăx>δ(ε), atunci

f(x)<−ε.

.Limită în+∞

..

Definiţie. lim
x→−∞

f(x)=l∈R⇔

∀ε>0,∃δ(ε)>0 a. î. dacăx<−δ(ε) atunci
|f(x)−l|<ε.
Definiţie. lim

x→−∞
f(x)=+∞⇔

∀ε>0,∃δ(ε)>0 a. î. dacăx<−δ(ε) atunci
f(x)>ε.
Definiţie. lim

x→−∞
f(x)=−∞⇔

∀ε>0,∃δ(ε)>0 a. î. dacăx<−δ(ε),
atunci f(x)<−ε.

.Limită în−∞
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..

Definiţie. Funcţiaf:D→R,D⊆R are limita late-
rală la stânga l∈R în punctul de acumularex0∈R
dacă şi numai dacă pentru oricare vecinătate Vl a
lui l există o vecinătate Ux0

a lui x0 astfel încât

∀x∈U∗
x0

∩D,x<x0⇒f(x)∈Vl .

Notaţie. lim
x→x0
x<x0

f(x) sau lim
x↗x0

f(x).

Teoremă. lim
x→x0
x<x0

f(x)=l⇔ ∀(xn)n≥1 ,

xn∈D,xn<x0 ,
lim

n→∞xn=x0 ⇒ lim
n→∞f(xn)=l.

Observaţie. În mod analog se defineşte limita laterală
la dreapta.
Teoremă. Fie funcţia f:D→R şi x0 un punct de
acumulare al mulţimii D. Funcţia f are limită în
punctul x0 dacă şi numai dacă există limitele late-
rale la stânga şi la dreapta şi acestea sunt egale.

.Limite laterale
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