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1. Elemente de logica
matematica

1.1. Propozitii

Definitie. Se numeste propozitie un enunt declara-
tiv despre care se poate decide daci este adevirat sau
fals.
Observatie. O propozitie nu poate fi in aceeasi timp si
adevirata si falsa.
Definitie. Unei propozitii ii putem atribui una din cele
doui valori de adevir “1” sau “0”: daci propozitia este
adeviratd, valoarea sa de adevir este 1, iar valoarea
de adevir a unei propozitii false este 0 (“1” si “0” sunt
simboluri, nu reprezintd numere).
Notafie.  Propozitiile se noteazd cu literele mici
DyqyT .- oe
Exemplu. Sunt propozitii: “In fiecare patrat existi un unghi
drept.”- propozitie adevirata, valoarea sa de adevir este 1;
“suma masurilor unghiurilor unui triunghi este egala cu
110° "-falsd, valoarea sa de adevr este 0;
“Intr-un triunghi echilateral toate laturile sunt de lungime
egali.”-adevirat, valoarea sa de adevar este 1.

Nu sunt propozitii (in sensul logicii matematice): ‘“z-+3=
10”- nu se poate decide daci este advarata sau falsi: pentru
@ =17, propozitia “7 + 3= 10" este adevirati, iar pentru
alte valori ale lui  propozitia este falsd;

“Intr-un triunghi laturile sunt congruente.” in cazul triun-
ghiului echilateral propozitia este adevirati, in alte cazuri
este falsi.




Negatia unei propozitii

Definitie. Negatia propozitiei p este propozitia “non
p”, notatd — p sau p, care este adevirati daca p este
falsa si falsd daca p este adevirata.

Observatie. Propozitia

Tabelul de adevir r
—(—p) are aceeasi valoa-

allui =P o) de adevir ca si p.

p | =P Pentru a nega o proporitie, se
© i pune in fata ei expresia “nu e
1 o

adevarat ca”.

Exemplu. Negatia propontlel adevarate p: “2+43>4"
este o p: “24+3 4 4

Negatia propozitiei false “Fiecare cdine este neagrd.”
propozitia adevirata

“Existd cdine care nu este neagra”.

este

Conjunctia propozitiilor

Definitie. Conjuncfia propozitiilor p, q este pro-
pozitia “p si g7, notatd p A g, care este adevirati
_ . numai atunci cind atét p
Tabelul de adviral lui gay' oSyt adevarate, f.
PACB ind fals# in celelate cazuri.
Observafie. Pentru a ex-
prima conjunctia propozi-
tiilor p, g, punem intre
cele doud pmpozmi cu-
vantul “si”.




Disjunctia propozitiilor

Definifie. Disjunctia propozitiilor p, q este propo-
zitia “p sau q”, notatd p V g, care este falsi numai
Tabelul de advaral lui  tunci cind atat p citsi g
pVq:

sunt false, fiind adevirati
in celelate cazuri.
Observatie. Pentru a ex-
prima disjunctia propozi-
tiillor p, g, punem intre
cele doud propozitii cu-
vantul “sau”.

Definitie. Din propozitiile simple p, q, 7, . . . prin
aplicarea de un numér finit de oria conectorilor logici
—, V, A\ se pot crea propozitii compuse.

Observatie. Calculul propoziiilor studiazi propoziti-
ile compuse din punctul de vedere al adevarului sau
falsului in raport cu valorile logice ale propozitiilor
simple care le compun.



3. Siruri, progresii

3.1. Siruri

Definitie. Fie A o multime nevidi. O functie f:
N* — A se numeste gir de elemente din multimea

A.

Notatie, Valoarea f(n) se numeste termenul de
rang m al sirului si il notim apn, (bn, cpn). Si-
rul se noteazi cu litere mici: (an ), (an ), gk

(bn).
Definitie. Daci A este o multime de numere reale,
functia f : N* — A se numeste gir de numere reale.

Moduri de definire a unui sir

Un §|r poate i definit:
descriptiv (prin descriere): termenul de rang
. este definit printr-o proprietate, sau scriem
ctiva termeni ai sirului, pand cind regula de
obtinere este clard;
cu ajutorul unei formule care permite si se gi-
seascd orice termen al siu;
recurent: se i primul termen al sirului (sau
ctiva din primii termeni), respectiv o formuli
care exprimd orice termen al sirului, de la un
rang oarecare, prin precedentii (unul sau mai
multi).
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Problemi. Fie sirul (2p),>1 astfel incat
Zp=—10+Tn, Vn>1. S se scrie primii trei
termenti ai sirului! Este termen al acestui sir numdarul 99,
respectiv 1237

S. x)=—104+7-1=—3, 2 =—10+7-2=4,
23=—10+7-3=11.

Numirul 99 este un termen al sirului daci existd k € N*
astfel incat 2, =99 <>

—104+7Tk=99< k= %9 &N*. Deci 99 nu face
parte din gir.

Daci @, =123, k €N*, atunci —10+ 7Tk =123«

k=133 =19€N*. Deci 123 este termenul de
rang 19.

Problema. Fie sirul (w,),,>1 definit prin relatia de
recurentd ty, =2x,, _1+1,Yn>1, 21 =1. Sase
scrie primii patru termenti ai sirului si s se termenul gene-
ral!

S. 1 =1; in relatia de recurentd inlocuind n =2,
respectiv =3, n=4, rezulti ci xo =2z +1=3,
z3=2x9+1=7,24=2x3+1=15

Cu metoda inductiei matematice demonstram ca

Ty =2"—1,VneN*.

Fie P(n): “zp =2" —1", n €N*.

Ln=1: P(1):z; =21 — 1

I Presupunem ci wj, =2~
@y =2k+1-1:

—1 si demonstrim ci
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PINRAL 21k+1 ok _1)+1=
=2k+1
Siruri marginite
Definifie. Un sir (a, ) este mirginit daci existi
doud numere reale m si M, astfel incit m <
anp <M,V¥neN*.
Teoremd. Sirul (an,),,>( este mirginit daci si

numai dac# existd un numér real M > O astfel incat
lan|<M,VYneN*

Problemd. S se demonstreze ci sirul (ap),
n+2
an = este marginit.
2n+43
S. Scriem cétiva din primii termeni: a1 = é ag= %,
az= g. Demonstram ci termenii sirului sunt mai mici
decat 1:
anp <l <lent42<2n43s

2n+3
< <n+1.
Evident, O este o margine inferioars, deci 0 < ay, < 1.
Problemi. Sd se demonstreze i sirul x() € [—5,2],
Ty 1 =2sin(p )+ 1 este marginit!
S. sin(zp)€e[—1,1]=2sin(zp)€[—2,2]=
=sin(zn)+1€[-1,3]= =x,,1€[-1,3],
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VneN*.
Asadar x() € [—5,2], x9,z3,...€[—1,3], deci
zp €[—5,3],VnEN.

Siruri monotone

Definitie. Sirul (a, ) este
®  crescitor, daci Vn € N*,
anp<a n4+13
®  strict creschitor, daci Vn € N,
an <an41;
®  descrescitor, daci Vn €N*,
an2an41;
®  strict descresciitor, daciVn € N*,
an>an4q-
Definitie. Sirul (., ) este
® monoton, daci (ap, ) este crescitor sau des-
crescdtor;
®  strict monoton, daci (ap, ) este strict cresci-
tor sau strict descrescitor.

Exemplw. Sirul (apn ) cu termenul general a, =1+
424 ...+ n estestrict crescitor.

n
Sirul (b, ), by, = {7} ([A] inseamni partea intreagd a

lui A) este crescitor.

1
sirul (27, cp¥rTn = ; este strict descrescitor.
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4. Functii

4.1. Notiunea de functie

Definifie. Fie A si B doud multimi nevide. Spunem
ci am definit o funcfie pe multimea A cu valori in
multimea B daci fiecdrui element din A este aso-
ciati un singur element din B. Multimea A se nu-
meste domeniul de definitie, BB este mulfimea de va-
lori sau codomeniul functiei.

Notatie. Daci f este o functie definiti pe A cu valori
in B, atunci se serie: f: A — B. Daci elementu-
lui = din A este asociati elementul y € B, se scrie

L) »—f> y sau y = f () sisespune cii “y este imagi-
nea elementului  din A prin functia f”.

Exemplu. Fie A={1,2,3} si B={5,6}. Asoci-

erea x i» x 44 nu este o functie A — B, pentru ci

sdrgB.

Fie multimile A={1,2,4} si B=R. Asocierea

x>y, unde y2 =" nu defineste o functie A — B,
pentru ¢d elementului = 1 din A corespund mai multe va-
loridin B: y1 =1€ Bsiyg = —1 € B satisfac relatia

yf=y2=1. Relatia A—R, "z >y, unde y? =
" este o functie: 1+ 1, 2 /2, 4+ 2.
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Daci A si B sunt multimi de numere, o functie f :
A — B se numeste numeric3.
Deﬁmtle Fie f: A — B o functie, C C A. Fun-

f\ .C— B, f|c(z), (a:) VeeC
senume;teresmct-a

Exemplu. Fie functia g: {1,2,3}—{4,5,6,7,8,9},
m»iz+4. Domeniul lui g este {1,2,3}, codo-

meniul este {4,5,6,7,8,9}; g(1)=5, g(2)=6.
g(3)="7. Restrictia lui g la multimea {1,2} este fun-
cia h=g[{1,2}, h:{1,2}—{4,5,6,7,8,9},
h(1)=5,h(2)=6.

O functie este definitd de urmitoarele trei “compo-
nente”: domeniul de definitie (A), multimea de va-
lori (B) si legea care leagi cele doud multimi.
Definifie. Functiile f: A — B si g: C — D sunt
egile, daci A=C, B=D si f(z)=g(z),
Va € A (punctual functiile coincid).

Exemplu. Functiile f:R—R, rl} x| si g:R—R,
x »i 22 sunt egale: domeniile de definitie si codomeni-
ile coincid, far || =V @2, Vo €R.



Modalitati de a defini o functie

Functia f este definiti sintetie, dacé fiecirui element
 al domeniului este dat in mod explicit elemen-
tul y=f(a) € B- de obicei, aceasti modalitate
este folosita cand domeniul are un numér mic de ele-
mente:
®  diagrama Venn-Euler (diagrama cu sigeti),
®  tabelul de valor,
®  graficul functiei.
Functia f este definita analitic, daci legea de cores-
pondent3 este dati printr-o formuli sau o proprietate:
®  functie definiti pe baza unei formule,
®  functie definiti cu ajutorul mai multor formule
(functii multiforme),
®  functie definité cu ajutorul unei formule recur-
sive.

Exemplu.

Diagrama aldturati reprezintd functia f pentru care

A={2,6,3}. B={a,b,c,d}.2be,3 e,

oda



y x| 2 3 4 e
Tabelul— ST

functia g pentru care domeniul este A = {2, 3,4}, codo-
meniuleste B={2,11},2:% 11,3:%2,4% 11

Graficul G, = { (a,3), (b,4), (¢, 4),(d,5)} defi-
neste functia h al cirei domeniu este A={ a, b, ¢, d }, co-

domeniul este B={3,4,5} sia%3, b5 4, e,
alss.

Functia f:(0,00) =R, f(J:)_a_ defineste functi
f, functie care fiecirui element a € (0, c0) ii aso
numaral a2: de exemplu, £(3)=32=9, f(11)=

112 =121, dar_fL—57 nu are sens pentru cu —5 &
(0,00).

4.2. Operatii cu functii numerice
Adunarea functiilor

Definifie. Fie A o multime nevida si f: A — 'R

g: AR doud functii. Suma ﬁmchi]n

este functia h: A - R, h(z)= (z)+g(m)

Ve A

Notatie. Suma functiilor f si g se noteazi cu f + g,

deci (f +g) (@)= f(z)+g(x), Vo € A
Observatie. Suma este definitd numai in cazul functii-

lor cu domenii de definitie egale. Operatia care asoci-

azd unei perechl de functii suma functiilor se numeste

adunarea b



5. Functii numerice, ecuatii

5.1. Functia de gradul intai
Definifie. Functia f:R—R, f(z)=az+b,
a,bER, a0 senumeste functia de gradul futi.

Reprezentarea geometricd a functiei de gradul intéi este o
dreapta.
Daci a > 0: Daci a < 0:

Tabelul de variatie si de semn
o
F(@)\a|-o0 =2 +oo

FFaSO—o— = 0 T 5=
Gda<FoF Nt 0 —~——oc

Problemi. Fie f o functie de gradul intdi. Si se demon-
streze cd functia f o f este strict crestdtoare!

S.Fie f:R—R, f(xz)=ax+b, a7#0. Atunci
(fof)(@)=f(axt+b)=alaw+b)+b=
=a2z+ (ab+b)

o functie de gradul intai. Coeficientul lui x (az) fiind po-
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zitiv, f este strict crescitoare.

Problemi. Si se determine valoarea lui  €R pen-
tru care functia f este strict crescatoare, unde f:R — R,
f(z)=(3-m2)z+3!

S. Functia f fiind de gradul intdi, f este strict cresci-
toare daci §i numai daci coeficientul lui @ este strict pozitiv:
3—m2>0&me(—v3,V3).

Problema. Si se determine functia de gradul intai al céirei
grafic trece prin punctele A(2,7) si B(—3, —18).

S. Fie functia f :R— R, f () =ax +b.

A,BEG & f(2)=T7,f(—-3)=—18<
2a+b =7 a
—3a+4+b =-—18 ‘i’{b
Deci f:R—R, f(z)=5x—3.

Sd

Proprietitile functiei de gradul intéi

Definitie fiRHR,  f(z)=az+b,
a,bER,a#0

Tmagimealui f T f =R

Puncte de inter- Gf NOy={(0,b)}

sectie cu axele Gfmoz:{(_g,o)}

Peiodicitate nu este periodici

Paritate daci b=0, f este imparg, centru
de simetrie: O
daci b=£ 0, f nu este pard, nu este
impard

Continuitate continud pe R
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Proprietitile functiei de gradul intai (cont.)

Asimptote asimptotd oblicd la +oo: y=
ax+b

Marginire T este mArgnita

Monotonie dacd a >0, f este strict cresci-
toare pe R
daci a < 0, f este strict descresci-
toare pe R

Semnul functiei daci a >0, f(z)>0&x€

b

“a’'®)

f(z)<0©m€(7ooy*%
daci @ <0, f(2)>0c0E

—oo,—b),

a
f(z)<0&zeE [7%,00)
Bijectivitate J este bijectiva
Functiainversa f ~L:R—R,  fl(z)=
z—b
a

Problemi. S se traseze graficul functiei f:R—R,
f(z)=2z+41.

S. f fiind o functie de gradul intai, graficul lui £ este o
dreapt.



5.4. Ecuatii de gradul al doilea

Definitie. O ecuatie de forma ax2 + ba +c=
a,b,cER, a#0se numesleecuatwdemdlﬂal
dnil.ea cu coeficienti reali.
Fie A=b2 —4ac dJsmmmzmmleumpel
® daci A <0, ecuatia nu admite solutii reale;
® daci A=0, atu ia admite o singura
solutie reali (doud solutii egale):

@1 0=——;
2a
® daci A >0, ecuatia admite doud solutii reale
distincte:
—b+VA —b— VA
T)]=——,T3=———.

2a 2a
Teoremd. (Descompunerea expresiei de gradul al
doilea in produs) Daci =1 si xg sunt solutiile

ecuatiei az2 4 ba + ¢ =0, atunci

az?4bztc=a(z—=z1)(z—o3).

Problema. S se rezolve in R ecuatia
302 —524+2=0.

S. Coeficientii ecuatiei sunt: @ =3, b= — 5, ¢ =2, asadar

A=(—5)2 —4.3.2=1>0, deci ecuatia admite doua
solutii:



—(=5)+V1
1=— =1,
2-3
_ 7<75)—ﬁ_2

2.3 3

Problema. St se determine valoarea lui m € R astfel in-
cat ecuatia urmditoare s admitdi o singurd solutie reald:
ma2 — (m+3)z+4=0.

S. a=m, b=—(m+3), c=4, deci A=m? —
10m +9. Ecuatia are o singurd solutie reald daci A =

0: m2—10m+9=0=A,, =100 —36=064,
mq=9,mg=1.
Relatiile lui Viéte

Teoremi. Fie x si wo solutiile ecuatiei
ax? + bz + c=0. Atunci

b @
S=z{4+wg=——, P=xq-wo9=—.

a a
Consecinfi. Daci x1 si xo sunt solutiile ecuatiei
az? 4 bz +c=0,atunci

z§+z%:5272}3,
1

S

z, zo P

23 +23=5.(52-3P),
1 1 s2-2p
— e
.t% z% P2
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Relatiile lui Viéte (continuare)

Cu notatia Sy =a " + a4, n €N avem relatia
de recurenti:
aSp+bS,, _1+cS,_9=0,Vn>3.

Problema. Fard a rezolva ecuatia, si se calculeze
z1t+xziT -+, z%zg«#mlm%,z%#»m%,unde
@1 si @ sunt solutiile ecuatiei 22 —32+1=0
S=z1+wxg=3,
11+£1x2+12—S+P 5,
wfwgtri2d=aiwg (e +uy)=S-P=6.

Pentru a caleula suma Sy =z +%, n>3, cal-
culim rand pe rind valoarea lui S1 =1 +zg =25,
=22 422, . Sp=al+al:
51=3, So= ,1+m275‘2—2P:5.
21 soluie=> 23 — 3z +1=0 |-z =
manlupeal2—3m2+1—O| z9 = g
73zl+zlf
:>z2—3322+2270
$z1+m2—3(m1 +m2)+(a':1+1>2):0:>
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= S3=3.5—-3=12.
21 soluie=> 2 — 327 +1=0 |- 22 =
wo solugie:m%7312+1:0|vm%$ g
=af 323 +a?=0
:>zi73xé+12:0
:>:c%+af:%—3(m%+zg)+(z%+z%):0:>
=S54=3-12—5=31.

Semnul radécinilor ecuatiei de gradul al doilea

Pe baza relatiilor lui Viéte pot fi determinate semnele
radacinilor unei ecuatii de gradul al doilea fara rezol-
varea ecuatiei:
| S<0 S>0
P<0 | ] <0,25>0
P>0 [ z1,29<0 @1,z92>0

Exemplu. Fie ecuatia 322 —152z+5=0. Atunci
5
S=5>0,P=—>0,decizy,xz>0.
3

Teoremd. Ecuatia de gradul al doilea ale cirei solu-

tii sunt <1 si x o, este 22 — Sz + P =0, unde
S=a1+wxg, P=xq zg.
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5.15. Functia cosinus

Definifie. ~ Functia f: ]R—)[—l 1], f(z)=
cos  se numeste functia cosinus.

Repr geometricd a
Y
43 2 A
—— + +
—1

T 7w 7w 2w 37 57
z |0 — — —— — — 7
6 4 32 3 4 6
V3 V21 1 V2 V3
coszfl — — — 0 ———————1
2 2 2 2 2 2




Tabelul de variatie

x ‘—w 0 E 2m 3m

cosz|[—1 A1\ —1 7 1 N\, —1
Tabelul de semne

3m ™ ™

z |—— = — -

2 2 2 2

cosz|[ O — 0 + 0 — 0

Proprietitile functiei cosinus

Definitie FiR—[—1,1],
f x

Imaginea lui f°
Puncte de inter-

sectie cu axe

~{(z thn0)inez)

Periodicitate periodicd, perioada principald
=27
Paritate F este para: cos(—x ) =cosx,
axa de simetrie: Oy
Continuitate curba continud
Asimptote nu exista



Proprietitile functiei cosinus (continuare)

Mirginire

f este mirginiti:
—1<cosx<1,

Monotonitate

T este strict crescatoare
[(2k+1)m, (2k+2) 7],
f este strict descrescitoare
[2km,(2k+1) 7|0 kEZ

Semnul functiei

cosx >0 e
™ ™
€[~ % +2km, 5 +2kn]

si
cosz <0z €

(% +2km, 3T"+2k7r)

Convexitate

f  este  convexi  pe
g-*—zlm,%'-*-zlm)
este concavi  pe
(—%+2kﬂ,%+2k7\')
Puncte de inflexie:
wk:%+k7r,k€2

Bijectivitate

J nu este bijectiva (nu e injectiva,
f e surjectivi)

Restrictia bijectiva f3, : [0, 7] — [— 1, 1],

fp(x)=cosz
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