MATEMATICA

ITOR py
A AUTOR gy
& Tk

&
%
&z

e

MATERIAL ELABORAT CORESPUNZAND
CERINTELOR DE BACALAUREAT 2016

FOLOSIREA FITUICILOR
ESTE O FRAUDA.
NU RECOMANDAM

UTILIZAREA LOR iN TIMPUL
EXAMENELOR!




Cuprins

1. Operatii cu numere reale.......
1.1. Radicali, puteri
1.1.1. Puteri
1.1.2. Radicali.
1.2. Identitati
1.3. Inegalitai

2. Functii

2.1. Notiunea de funcii .........
2.2. Functii injective, surjective, bijective
2.3.C functiilor.

2.4. Functia inversa
3. Ecuatii si inecuatii de gradul intai
3.1. Ecuatii de gradul intai
3.2. Inecua,tii de gradul intai
3.3. Modul unui numar real ...

4. Numere complexe .... 8
4.1. Forma algebrica 1
4.2. Puterile numarului i
4.3. Conjugatul lui z...
4.4. Modulul unui numar complex
4.5. Forma trigonometrica
4.6. Formula lui Moivre..
4.7. Forma i
4.8. Ecuatia binoma

5. Progresii
5.1. Progresiile aritmetice
5.2 gresiil i
6. Logaritmi
6.1. Ecuatii si inecuatii logaritmice fundamentale .
6.2. Ecuatii si inecuatii exponentiale fundamentale

7. Geometrie
7.1. Vectori
7.2. Adunarea vectorilor




7.3. Teoreme cu vectori
7.4. Geometrie analitica in plan si Tn spatiu.
7.4.1. Plan determinat de un punct si doi vectori nec
paraleli cu planul
7.4.2. Plan determinat de trei puncte necolinare
7.4.3. Ecuatia planului prin taieturi
7.4.4. Ecuatia generala a planului
7.4.5. Pozitia planelor...........
7.5. Ecuatia dreptei
75.1. Ecuatia dreptei determinat de un punct si de un veclor

paralel cu dreapta 54-55
7.5.2. Ecuatia dreptei determinat de doua puncte diferite..
7.5.3. Ecuatia generala a dreptei...
7.5.4. Ecuatia dreptei in plan ......
7.5.5. Ecuatia dreptei determinat de doua puncte diferite..

7.5.6. Unghul inat de doua drepte.
7.6. Distanta laun punct| la o dreapta (in plan)...
7.6.1. Ecuatia bi: i (in plan

7.7. Distanta la un punct la o dreapta (in spatiu)
7.8. Cercul
7.9. Elipsa
7.10. Hiperbola

7.11. Parabola

7.12. Alte aplicatii cu vectori
8. Metoda inductiei matematice.
8.1. Axioma de recurenta a lui Peano
8.2. Metoda unductiei matematice...
8.3. Varianta a metodei inductiei matematice.......
9. Analizia i ie
9.1. Permutari
9.2 ji

9.3. Combinari
9.4. Binomul lui Newton
9.5. Suma puterilor asemenea ale primelor n numere naturale

10. Polinoame 7




10.1. Forma algebrica a unui polinom............cccccccevuvenvnen 77
10.2. Di

10.3. inil i
10.4. Ecuatii algebrice..
10.5. Poli cu

dinR, Q,
11. Permutiri, matrici, determinanti................
11.1. Permutari
11.2. Matrici
11.3. Determinanti
11.4. Inversa unei matri
11.4.1. Tr(A)
11.4.2. Determinantul si rangul ...................

12. Sisteme liniare

12.1. Notatii

12.2.C il

12.3. Sisteme 0mogene (Di=0) ...........cccvvvvurrrviierrriiresernann
13.T 93-102
13.1. Apllcaw aletrlgonomelrlel n geometrie.................98-102
14. Analiza i 102-128
14.1. Recurente 102-103

14.1.1. Recurente de ordin 1...
14.1.2. Recurente de ordin al dollea
14.2. Limita de ;lvun
1421 Li ¢ , criterii
14.3. Limite de functii..........
14.3.1. Operatii cu limite de functii

14.3.2. Limite tip 113-115
14.4. C functiilor 116-120
14.4.1. Teoreme pentru continuitatea functiilor.... ...117-120
14.5. Functii derivabile 120-128
14.5.1. Definitia derivatei intr-un punct .... e 120121
14.5.2. Reguli de derivare. 121-122
14.5.3. Derivatele functiilor elementare 122-124
1454, Derlvatele funcullor compuse. 124-125

1455, Dx aleunorfi 126-127




14.5.6. Proprietai ale functiilor derivabile...................... 127-128
14.6. Integrale. 128
14.6.1. Primitive

16. Primitivele functiilor ...
15.1. Reguli pentru integrarea generala a funcullor
15.2. Primitivele funcullor rauonale
153 Integrale cur=(<+2')
15.4. Integrale cu s=(x* a )
15.5. Integrale cu
15.6. Integrale cu R'”:(ax +bx+c)
15.7. Integrale de functii trigonometrice ce contin numai sin .. 145-147
15.8. Integrale cu functii trigonometrice ce contin numai cos..148-150
15.9. Integrale cu functii trigonometrice ce contin numai tan..150-151
15.10. Integrale cu functii trigonometrice ce contin

atat sin cat si co 152-153

15.11. Functii logaritmice.... 153-163
15.11.1. Proprietati ale integralei definit 155-158
15.11.2. Teorema F 158-159
15.11.3. Inegalitati 159-163
15.12. Alte teoreme v, 163-166
15.12.1. Functii primitivabi 164
16.12.2. Functii 164-165
15.12.3. Arii 165-166
16. Structuri algebrice.... . 166174
16.1. Grupul 166-170
16.1.1. Proprietati si teoreme.... . 167170
16.2. Monoid 170-171
16.3. Inel.

16.4. Corpuri

17. Spatii vectoriale .



1 Operatii cu numere reale

1.1 Radicali,Puteri

1L1.1 Puteri
m-n m n
1. a = a a
2. a™ "™ = (a-b)™
m n m—n
3. a ral =a
4. a™ b = (a:b)™
1
5. 0" ™M=
a
6 (a™)™ mn

Puterile numerelor reale se extiind atit pentru exponenti rationali
pozitivi sau negativi, cat si pentru puterile reale fiind definite cu
ajutorul sirurilor de puteri rationale. Aceste puteri au proprieti(i
identice cu exponenti numere naturale.

112 Radicali
1
. Wa=an, ,a>0;
1 1 _ 1
2. —=——=a m;
a na
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9.3 Combinari

Definitie 9.4.  Se numesc combindri a 1. elemente luate cite
m(m < n) ale unei mulct imi A cu n elemente toate
mhmulpzmle cu cdte . elemente, care se pot forma din cele 1
elemente ale mulgimii A.

Se noteaza C'py

Proprietifi:
1_ . ~n_ ~0 _ ~0_ .
C,=nC,=C, =Cq=1;
om — Cn—m4
5

mo_ m—l

Cn - -1 + C H
Numiirul submul{imilor unei mul{imi cu 72 clemnte este 2" ;

m—1 m—1
Cn 7cn 1 +cn72 +-

m—1 m—1 m-1,
+Cmi1 ¥ Cm T O 1
n! Pl 4P2

1! pa! P = OOty

Lunde py +

n—(pl+pg+...+pHm
-+ pm < n.
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9.4 Binomul lui Newton
avem: (2 + a)? = 2™ 4 clanla 4
o ckanThok L4 onan,
(@—a)* =cla™ —cla""tat ..+
(—nFckan=kok 4 4 (-t
Teoremd 9.1.  Proprietdfi:

1. termenul de rang k + 1 este

kgk n—k  k
Tpp1 = (1" Cpra™ "a

k+17n—k k
2. Cp = ——C.;

k+1 _ "~k
3 C = cl
O

n—ka
4 Tpyig = —— —Tjiq vagy
+ k+1x +
n—=ka
Tiyo=———"— Ty
+ k+1az °T
5. Numérul termenilor dezvoltarii (@ & a )™ esten 4 1;
6. Coeficientii termenilor egal depértafi de extremi sunt elgali.
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Relaii importante:

0 1 n n. ~0 1
L Cp+Cp+...4+Cp =2"C,) —C, +
o (—1™e =0
0 2 4 n—1
2 Ch+ChL+Ch+...=2 ;
1 3 5 n—1
3.C,+Ch+Co 4. =2 ;

0,2 1,2 2
4. CY, = (CR) +(C)+...+(CH~.
Dezvoltiri uzuale:

1. (aib)2 =a? :t2ab+b2:

2 (ad+b+e)? =a? 46242 £2(abt
be + ac):

5 (a+b)° =a® + 3026 + 3ab? + b3,

4 (a—b)3 = a3~ 3a2b + 3ab2 — b3,

5. (atb+e)® =a®+p3 43 1300+
aZc+b2a+b%c+c?a+ c2b) + 6abe:

6. (Z+b)4 = a*+4a3b+6a2b2 +4ab> +
v
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9.5 Suma puterilor asemenea ale primelor
. numere naturale

Daci Sp = 1P + 2P + .. 4+ nP p € N awnci

avem:

+1
EPICEE)
2
n(n +1)(2n + 1)
2 Sg=—— T T
6
n(n + 1)
3. S3 = <f)2;
n(n +1)(6n3 +9n2 + n — 1)
4 Sy = " .
n2(n 4+ 1)2(2n2 + 2n — 1)
5. Sy = .

12
6. Pentru a determina S'p cu ajutorul Sp, 1 SP*Q'""
S'1 se poate cu formula lui Pascal:

(n 4+ 1)PHL =

1
1+ 0p 1Sp+ .- +C0p 151 +n.
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15 Primitivele functiilor

15.1 Reguli pentru integrarea generali a
functiilor

Pentru @ real nenul:

L [af(@) e =a [ f(2) e
2 [UF@) + 9@ do =

[ 1@ de+ [g(@) da
s [F@g@) de =

@) [ 9(@) do-

[ (J 9t az) acse)

129



15.2 Primitivele functiilor rationale

z+ b n+1
L /(az+b)ndz _ laz ¥ T
a(n 4+ 1)
(pentru . # —1)
dx 1
2./ o inlac+b
ax + b a

3. /z(az +v)"dx =

a(n + 1)z — b

T (az 4+ b)"TT
a2(n 4+ 1)(n + 2)

(pentrun. & {1,2})
xcdx x b

=~ — —Inlax +b|
ax+b a a2




xdx
/ (az + b)™ -

a(l —n)a — b
a2(n — 1)(n — 2)(az + b)n—1

(pentrun & {1, 2})
z2da

. f =
ax + b

1 ) (azx + b)2
a3 2

—2b(ax + b) + b2 1n |azx + b))

/- z2da
I (az +0)2

2

1
— (az+b—2bln|ax + b| —
a3 az + b



/ z2dx

(az + )3

1
— (In |az + b|)+
3

2b b2

1
a3 az+bim)

z2dx
o [T

(az + b)™
1 (az + b)3—7
a3

(n —3)

2b(a+ 627" b2(az +p)I "

(n—2) (n —1)
(pentrun & {1,2,3})
dx 1 az + b
" /7 = In
z(ax + b) b -




dx
12, 22(am +b)
/ 22 (ax + b)

1 a ax + b‘
bz b2 v
da
13. /7 -
z2(ax + b)2
1

—a(—5——
b2 (az + b)

+
. 2 aa:+b‘)
ab2z b3 *
dx

14. /m -

1 x
— arctan —
a

dx
15 / =
2 — a2
1 z ! -
—— arctanh— = — In
- o 2a a+x
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1 J
(pentru || < |a|) — — arccoth—
a

o f

a
1 x —
= —1In (pentru [z > |al)
2a T
dx
ax? + bx + ¢ B
2 2ax + b
arctan
Vaac — b2 Vaac — b2
2
(pentrudac — b2 > 0)
2 2ax + b
artanh .
Vb2 — 4ac Vb2 — 4ac

17. /

(pentru dac — b2 < 0)
2

T 2az b

xdx

az? + bz + ¢

(pentru 4ac — b

0)





